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1 Einleitung

1.1 Einordnung des Arbeit

Im Rahmen des Seminars Schwachbesetzte Systeme soll die vorliegende Arbeit eine groben
Überblick über verschiedene iterative Methoden zur Lösung linearer Gleichungssysteme
bieten. Dabei wird zwischen stationären und nicht stationären Verfahrensweisen unter-
schieden. Als Beispiel für stationäre Verfahren werden das Jacobi- und Gauss-Seidel-
Verfahren vorgestellt, ohne jedoch auf Details zum Konvergenznachweis einzugehen.
Um den Bezug zu Sparse-Matrizen herzustellen, wurde der Algorithmus des Jacobi-

Verfahren in zwei verschiedenen Codevarianten in Matlab implementiert. Je nach Schreib-
weise werden matlabintern verschiedenen Methoden verwendet, die eine starke Optimie-
rung bei der Rechnung mit dünn besetzten Matrizen ermöglichen.
Als Beispiel für ein nicht stationäres Verfahren wird das Verfahren der konjugierten

Gradienten (CG) näher erläutert. Die Verfahren Steepest Decent und Conjugate Directi-
ons werden dabei erklärt, um ein besonders intuitives Verständnis des CG-Verfahrens zu
ermöglichen (Shewchuk (1994)). Anhand des Implementierungsbeispiels soll o�ensichtlich
werden, dass eine Optimierung für Sparse-Matrizen nicht notwendig ist, da diese implizit
durch Anwendung von Matrix-Vektor-Multiplikationen realisiert wird.
Auf verschiedene andere Verfahren, die keine speziellen Vorbedingungen wie das CG-

Verfahren benötigen, wird nur im Rahmen einer zitierten Aufzählung mit minimaler
Beschreibung eingegangen.

1.2 Erste Mathematik

Gelöst werden soll das Gleichungssystem

Ax = b A 2 Rn�n x; b 2 R: (1)

Im Rahmen dieser Arbeit soll der Fall eines singulären A nicht betrachtet werden. Glei-
chung 1 sei daher unter der Bedingung der Regularität eindeutig lösbar.
Das Ziel bei der Entwicklung von iterativen Methoden ist dabei die Aufstellung einer

Iterationsvorschrift, die als einzigen Fixpunkt x die Lösung aus Gleichung 1 beinhaltet.
Dabei unterscheidet man Methoden, die in jedem Iterationsschritt die gleiche Funktion
anwenden (stationär), und Methoden, deren Iterationsfunktion vom aktuellen Iterations-
schritt abhängt (nicht-stationär).

2 Stationäre Methoden

Um aus Gleichung 1 eine Iterationsvorschrift zu erstellen, nutzt man eine Zerlegung
A = M �N , so dass sich die folgenden Umformungen ergeben:

(M �N)x = b

, Mx = Nx+ b

, x = M�1(Nx+ b) = M�1Nx+M�1b: (2)
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Dabei muss natürlich beachtet werden, dass nur eine Zerlegung mit reguläremM genutzt
werden kann. Ein erster Gedanke ist nun, Gleichung 2 einfach naiv als Iterationsvorschrift
zu interpretieren:

x(i+1) = M�1(Nx(i) + b) = M�1Nx(i) +M�1b: (3)

Ob dabei tatsächlich ein sinnvolles Verfahren entsteht, hängt unmittelbar von der Iterati-
onsmatrixM�1N und damit von der Zerlegung ab. Neben dem Nachweis der Konvergenz
ist es ebenfalls wichtig, dass die Invertierung der Matrix M bzw. die Lösung des Glei-
chungssystems My = Nx(i) nach y mit sehr geringem Aufwand möglich ist.

2.1 Fehlerbetrachtung

Auch wenn die Verfahrenskonvergenz nicht einzeln gezeigt wird, so soll ein möglicher
Ansatz angedeutet werden. Dazu betrachtet man den Fehler im i-ten Iterationsschritt

e(i) = x(i) � x

mit x als eindeutige Lösung der Gleichung 1. Subtrahiert man Gleichung 2 von Gleichung
3, so ergibt sich die folgende rekursive Berechnungsvorschrift für die Fehlerterme:

e(i+1) = x(i+1) � x = M�1N(x(i) � x) = M�1Ne(i):

Auch wenn die Fehlerterme konkret nicht berechenbar sind � dazu muss die Lösung be-
kannt sein � so kann auf diese Weise analysiert werden, welche Auswirkungen die Iteration
auf sie hat. Passend dazu kann gezeigt werden, dass ein solches Iterationsverfahren dann
konvergiert, wenn der Spektralradius der Iterationsmatrix kleiner als 1 ist,

%(M�1N) < 1:

2.2 Abbruchbedingung

Der tatsächliche Fehler aus dem vorherigen Abschnitt kann nicht berechnet werden. Also
ich es prinzipiell ebenfalls nicht möglich, festzustellen, wie genau die aktuelle Iterierte
der tatsächlichen Lösung angenähert ist. Eine Möglichkeit, eine sinnvolle Abbruchbedin-
gung herzustellen, ist die Untersuchung des Residuums (vgl. (Quarteroni u. Saleri, 2006,
S. 138))

r(i) = b�Ax(i): (4)

Für die tatsächliche Lösung gilt r = 0. Einen Schätzer für den relativen Fehler bekommt
man bei vorgegebener Genauigkeit " > 0 mit

jjr(i)jj � "jjbjj:

Man beachte jedoch, dass eine geringe Residuumsnorm nur bedeutet, dass Ax(i) und b
sich recht ähnlich sind. Tatsächliche Lösung und Iterierte sind nur im Falle einer gut
Konditionierten Matrix ebenfalls ähnlich, für schlecht Konditionierte Matrizen gilt dieses
nicht. Es kann keine Auskunft über die Genauigkeit gegeben werden � man ho�t also,
dass man die Näherungslösung dann doch irgendwie gebrauchen kann..
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2.3 Das Jacobi-Verfahren

Beim Jacobiverfahren wird die Zerlegung A = D�B gewählt, wobeiD der Diagonalanteil
der Matrix A und B = D �A den Rest darstellt. Damit ist die Iterationsmatrix

M�1N = D�1(D �A) = I �D�1A: (5)

Zur Leistungsfähigkeit sagt Tessarek u. a. (1998):

� Besonders einfach in der Verwendung, aber nur langsam konvergierend. Auÿer bei
starker Diagonaldominanz von A ist das Jacobi-Verfahren nur als vorkonditionie-
rendes Verfahren für nichtstationäre Methoden zu empfehlen.

� Parallelisierung ist sehr einfach durchzuführen.

An verschiedenen Stellen wird das Verfahren beschrieben, indem die Formel zur Berech-
nung der einzelnen Komponenten der Iterierten angegeben wird. Dabei ergibt sich für
die (k + 1)-te Iterierte mit Komponenten i = 1; : : : ; n die Formel

x
(k+1)
i =

1

aii

0
@bi �X

j 6=i

aijx
k
j

1
A :

Obwohl mathematisch zwar vollkommen richtig, ist die naive Implementation nach
dieser Formel (Algorithmus 1) in Matlab recht langsam. Dies wird klar, wenn man be-
denkt, dass bei dieser Formulierung auf alle Komponenten der Matrix bzw. des Vektors
explizit zugegri�en wird und keinerlei optimierte Sparse-Matrix-Operationen verwendet
werden können. Man betrachte daher die Iteration in ihrem Ursprung als Matrix-Vektor-
Multiplikation:

x(i+1) = D�1(Bx(i) + b):

Eine weiter vereinfachte Schreibweise ist möglich, wenn man die umgeformte Zerlegung
B = D �A einsetzt, und das Residuum (vgl. Gleichung 4) ins Spiel bringt:

x(i+1) = D�1(Dx(i) �Ax(i) + b)

= x(i) +D�1(b�Ax(i))

= x(i) +D�1r(i): (6)

Ein in dieser Form implementierter Algorithmus (Algorithmus 2) hat ein wesentlich bes-
seres Laufzeitverhalten. Die Berechnung von D�1 ist � unter der Bedingung, dass alle
Diagonalelemente ungleich null sind � sehr einfach. Da das Residuum für die Abbruch-
bedingung bereits berechnet werden muss, kann es nun direkt weiterverwendet werden
und es entsteht kein zusätzlicher Arbeitsaufwand.
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Algorithm 1: Jacobi-Iteration mit schlechtem Laufzeitverhalten in Matlab

Eingabe: Matrix A, rechte Seite b und Startvektor x
imax: maximale Anzahl der Iterationsschritte
tol: Genauigkeit, bei der die Iteration abbricht
Ausgabe: x: berechnete Näherungslösung

Beginn
iter := 0;
bnorm = norm(b);
resnorm := norm(b�A � x);
n = dim(A);
solange (iter < imax) und (resnorm=bnorm > tol) tue

für i := 1 bis n tue %Nächste Iterierte Berechnen
summe = 0;
für j := 1 bis n tue

wenn (i 6= j) dann summe = summe+Aijxj ;

xneui = (bi � summe)=aii;
%Abbruchbedingung aktualisieren

resnorm = norm(b�A � xneu);
x = xneu;
iter = iter + 1;

Ende
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Algorithm 2: Jacobi-Iteration mit verbessertem Laufzeitverhalten in Matlab

Eingabe: Matrix A, rechte Seite b und Startvektor x
imax: maximale Anzahl der Iterationsschritte
tol: Genauigkeit, bei der die Iteration abbricht
Ausgabe: x: berechnete Näherungslösung

Beginn
iter := 0;
res = b�A � x;
resnorm = norm(res);
bnorm := norm(b);
D := diag(A) %Vektor mit Diagonalelementen

solange (iter < imax) und (resnorm=bnorm > tol) tue
x = x� res:=D %Komponentenweise Division

res = b�A � x;
resnorm = norm(res);
iter = iter + 1;

Ende

2.4 Das Gauÿ-Seidel-Verfahren

Seien L und U der untere bzw. obere Dreiecksanteil (ohne Diagonale) der Matrix A.
Bei der Gauÿ-Seidel-Iteration wird nicht nur die Diagonale, sondern ebenfalls der untere
Dreiecksanteil als Matrix M extrahiert, es ist M = D + L und damit N = �U =

(D + L)�A. Damit lautet die Iterationsmatrix

M�1N = (D + L)�1 � (D + L�A) = I � (D + L)�1A:

Es ergibt sich die Iterationsvorschrift

x(i+1) = x(i) � (D + L)�1Ax(i) + (D + L)�1b

= x(i) + (D + L)�1(b�Ax(i))

= x(i) + (D + L)�1r(i): (7)

Da D + L eine Dreiecksmatrix ist, ist die Lösung der Gleichung (D + L)y = r(i) �
welche der Invertierung von (D + L) entspricht � durch einfache Vorwärtssubstitution
möglich. Da eine Vorwärtssubstitution nicht direkt in Matlab implementiert ist und eine
for-Schleife als eigene Implementierung viel zu langsam ist, muss ein anderer Weg zur
Berechnung gefunden werden. Da die Gauÿelimination bei einer Matrix eine Dreiecksform
herstellt und danach entsprechend substituiert, kann man ho�en, dass der \-Operator die
bereits vorliegende Dreiecksform erkennt und nur die notwendige Substitution vornimmt.
Das Laufzeitverhalten von Algorithmus 3 ist zumindest recht gut und spricht für die
Erfüllung dieser Ho�nung.
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Algorithm 3: Gauÿ-Seidel-Iteration

Eingabe: Matrix A, rechte Seite b und Startvektor x
imax: maximale Anzahl der Iterationsschritte
tol: Genauigkeit, bei der die Iteration abbricht
Ausgabe: x: berechnete Näherungslösung

Beginn
iter := 0;
res = b�A � x;
resnorm = norm(res);
bnorm := norm(b);
DL := tril(A);
solange (iter < imax) und (resnorm=bnorm > tol) tue

x = x+DLnres;
res = b�A � x;
resnorm = norm(res);
iter = iter + 1;

Ende

Es ist hier wieder Tessarek u. a. (1998) zitiert, der zur Leistungsfähigkeit des Gauÿ-
Seidel-Verfahrens sagt:

� Schnellere Konvergenz als beim Jacobi-Verfahren, aber trotzdem in vielen Fällen
nicht konkurrenzfähig gegenüber den nichtstationären Verfahren.

� Anwendbar auf strikt diagonaldominante oder symmetrische positiv de�nite Ma-
trizen.

� Eignung zur Parallelisierung ist von der Struktur von A abhängig. Unterschiedliche
Anordnungen der Unbekannten bewirken verschiedene Grade der Parallelisierbar-
keit.

2.5 Weitere Verfahren

Ob ein Verfahren für eine bestimmte Matrix konvergiert bzw. wie schnell es konvergiert,
kann ebenfalls durch einen sogenannten Relaxationsfaktor beein�usst werden. Mit Hilfe
des Relaxationsparameter wird nur der Informationsanteil aus der Matrix A mit einem
Faktor ! 2 R gewichtet. Die Zerlegung des relaxierten Jacobi-Verfahren ist nunM = !D
bzw. N = !D �A und die Iterationsmatrix lautet:

M�1N =
1

!
D�1 � (!D �A) = I �

1

!
D�1A:
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Die Matrix M beim Gauÿ-Seidel-Verfahren könnte mit Hilfe eines Relaxationsparamters
auch wie folgt gewählt werden:

M =
1

!
D + L:

Für ! > 1 spricht man in diesem Fall von einer Überrelaxation. Dieser Name gab dem
Verfahren, welches hauptsächlich mit ! 2 (0; 2) angewendet wird, den neuen Namen
Successive Overrelaxation (SOR).
Wie bereits angedeutet, können je nach Wahl der Zerlegung sehr verschiedene Verfah-

ren erzeugt werden, auf diese hier nicht näher eingegangen wird.

3 Das CG-Verfahren

Zu allererst eine erste Einschränkung: Das CG-Verfahren funktioniert von der Idee her
nur mit symmetrisch positiv de�niten Matrizen. Obwohl zum Verständnis des Verfahrens
ein langer Umweg gemacht werden muss, so sollte die Notwendigkeit dieser Bedingung
bereits im ersten Schritt klar werden. Dazu wird das Problem des Lösen der Gleichung
1 auf ein etwas höhergelegenes Niveau transferiert.

3.1 Das Minimierungsproblem

Betrachtet man die quadratische Form

f : Rn ! R f(x) =
1

2
xTAx� bTx+ c; c 2 R; (8)

so hat ein �ndiger Mensch festgestellt, dass für den Gradient von f(x) gilt:

f 0(x) =

0
BBB@

@
@x1

f(x)
@

@x2
f(x)

: : :
@

@xn
f(x)

1
CCCA =

1

2
ATx+

1

2
Ax� b = Ax� b: (9)

Im letzten Schritt von Gleichung 9 ist dabei die Bedingung der Symmetrie von A einge-
gangen. Es kann damit das Ursprungsproblem der Lösung von Ax = b aufgefasst werden
als die Suche nach einem Extremwert der Gleichung 8.
Weiterhin kann nun gezeigt werden, dass für positiv de�nites A nur ein Extremwert,

nämlich ein globales Minimum, existiert2.
Shewchuk (1994) zeigt Abbildung 1 als Illustration für das Beispielproblem

A =

�
3 2

2 6

�
b =

�
2

�8

�
c = 0: (10)

2Zwar nicht trivial, aber auch weniger kompliziert, sondern eher aufwendig und daher nicht Teil dieser
Arbeit, kann in (Shewchuk, 1994, S. 5) nachgelesen werden.
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The Quadratic Form 3

-4

-2

0

2

4

6

-6

-4

-2

0

2

4

0

50

100

150

-4

-2

0

2

4

6

1

2

1

Figure 2: Graph of a quadratic form . The minimum point of this surface is the solution to .
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Figure 3: Contours of the quadratic form. Each ellipsoidal curve has constant .

Abbildung 1: Graph der quadratischen Form 10, (Shewchuk, 1994, S. 3)
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3.2 Steepest Decent

Für gegebenes x(i) stellt man fest, dass das in Gleichung 4 eingeführte Residuum r(i)
dem negativen des Gradienten f 0(x(0)) = Ax(0) � b entspricht. Da der Gradient in die
Richtung des höchsten Anstieges zeigt, zeigt der Residuenvektor damit in die Richtung
des stärksten Gefälles. Für die Suche nach einem globalen Minimum gerade passend. Es
stellt sich nun die Frage, wie weit in dieser Richtung gegangen werden soll � welches �
in Gleichung 11 benutzt werden soll � nicht, dass man aus Versehen an dem Minimum
vorbeiläuft.

x(i+1) = x(i) + �r(i) (11)

Setzt man x(i+1) in f ein und sucht das Minimum mit Hilfe der Nullstellen der Ableitung
nach �, so erhält man den Ausdruck f 0(x(i+1))r(i) (Kettenregel). Man beachte also, dass
die einzelnen Residuenvektoren orthogonal zueinander stehen! Mit Hilfe verschiedener
Umformungsschritte3 kann der optimale Wert für � konkret berechnet werden:

� =
rT(i)r(i)

rT(i)Ar(i)
: (12)

Mit dem bereits bekannten Rahmen für die Berücksichtigung des Abbruchkriteriums aus
Abschnitt 2.2 lassen sich die Gleichungen 11 und 12 zu Algorithmus 4 zusammenfassen.

Algorithm 4: Iteration nach dem Prinzip des Steepest Decent (steilster Abstieg)

Eingabe: Matrix A, rechte Seite b und Startvektor x
imax: maximale Anzahl der Iterationsschritte
tol: Genauigkeit, bei der die Iteration abbricht
Ausgabe: x: berechnete Näherungslösung

Beginn
iter = 0;
res = b�A � x;
resnorm = norm(res);
bnorm = norm(b);
solange (iter < imax) und (resnorm=bnorm > tol) tue

alpha = (res0 � res)=(res0 �A � res);
x = x+ alpha � res;
res = b�A � x;
resnorm = norm(res);
iter = iter + 1;

Ende

3Nachzulesen bei (Shewchuk, 1994, S. 6).
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Figure 8: Here, the method of Steepest Descent starts at 2 2 and converges at 2 2 .

Putting it all together, the method of Steepest Descent is:

(10)

(11)

1 (12)

The example is run until it converges in Figure 8. Note the zigzag path, which appears because each

gradient is orthogonal to the previous gradient.

The algorithm, as written above, requires two matrix-vector multiplications per iteration. The computa-

tional cost of Steepest Descent is dominated by matrix-vector products; fortunately, one can be eliminated.

By premultiplying both sides of Equation 12 by and adding , we have

1 (13)

Although Equation 10 is still needed to compute 0 , Equation 13 can be used for every iteration thereafter.

The product , which occurs in both Equations 11 and 13, need only be computed once. The disadvantage

of using this recurrence is that the sequence defined by Equation 13 is generated without any feedback from

the value of , so that accumulation of floating point roundoff error may cause to converge to some

point near . This effect can be avoided by periodically using Equation 10 to recompute the correct residual.

Before analyzing the convergence of Steepest Descent, I must digress to ensure that you have a solid

understanding of eigenvectors.

Abbildung 2: Verlauf einer Steepest Decent Iteration, (Shewchuk, 1994, S. 8)

3.3 Conjugate Directions

Es lassen sich bei der Methode des steilsten Abstieges zwei Dinge feststellen. Im allge-
meinen Fall kann es passieren, dass in unterschiedlichen Iterationsschritten mehrfach in
der gleichen Richtung korrigiert wird � vergleiche Abbildung 2. In dem speziellen Fall,
dass die Eigenwerte der Matrix gleich sind (die quadratische Form ist nicht elliptisch,
sondern kreisförmig), oder der Fehlervektor einem Eigenwert enstpricht (Fehlervektor
parallel zu einer Ellipsenachse) kommt die Iteration nach sofort bei der exakten Lösung
an � vergleiche Abbildung 3.
Teilt man den Fehlervektor zum Startwert in orthogonale Komponenten und legt man

die Iteration so an, dass jeder Iterationsschritt jeweils einen dieser Komponenten eli-
miniert � vergleiche Abbildung 4 �, dann könnte man immerhin in n Schritten bei der
exakten Lösung ankommen. Und es wäre natürlich praktisch, wenn diese sehr schnelle
Konvergenz ebenfalls nicht auf bestimmte Sonderfälle beschränkt ist.
Ein solches optimiertes Verfahren, welches für eine Menge orthogonaler Suchvektoren

pro Suchrichtung so weit läuft, dass die zu dieser Suchrichtung passende Fehlerkompo-
nente vollständig eliminiert wird, muss der Bedingung genügen, dass bei der Richtung
d(i) der verbleibende Fehlervektor e(i+1) orthogonal zu d(i) ist.
Einziges Problem dabei ist, dass der verbleibende Fehlervektor e(i+1) leider unbekannt

ist. Wenn man aber jetzt anstelle der normalen Orthogonalität eine A-Orthogonalität4

4Zwei Vektoren, die A-orthogonal sind, werden auch konjugiert genannt, woher der Namen des Verfah-
rens herkommt.
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16 Jonathan Richard Shewchuk
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Figure 15: Steepest Descent converges to the exact solution on the first iteration if the eigenvalues are all

equal.

Equation 19 shows that too can be expressed as a sum of eigenvector components, and the length of

these components are . Equations 20 and 22 are just Pythagoras’ Law.

Now we can proceed with the analysis. Equation 12 gives

1

2 2

2 3
(24)

We saw in the last example that, if has only one eigenvector component, then convergence is

achieved in one step by choosing 1. Now let’s examine the case where is arbitrary, but all the

eigenvectors have a common eigenvalue . Equation 24 becomes

1

2 2

3 2

0

Figure 15 demonstrates why, once again, there is instant convergence. Because all the eigenvalues are

equal, the ellipsoid is spherical; hence, no matter what point we start at, the residual must point to the center

of the sphere. As before, choose 1.

Convergence Analysis of Steepest Descent 15
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Figure 14: Steepest Descent converges to the exact solution on the first iteration if the error term is an

eigenvector.

symmetric, there exists a set of orthogonal eigenvectors of . As we can scale eigenvectors arbitrarily,

let us choose so that each eigenvector is of unit length. This choice gives us the useful property that

1

0
(17)

Express the error term as a linear combination of eigenvectors

1

(18)

where is the length of each component of . FromEquations 17 and 18we have the following identities:

(19)

2 2 (20)

2 (21)

2 2 2 (22)

2 3 (23)

Abbildung 3: Iteration unter optimalen Bedingungen, (Shewchuk, 1994, S. 15,16)

22 Jonathan Richard Shewchuk
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Figure 21: The Method of Orthogonal Directions. Unfortunately, this method only works if you already know

the answer.

the direction of again. Using this condition, we have

1 0

0 (by Equation 29)

(30)

Unfortunately, we haven’t accomplished anything, because we can’t compute without knowing ;

and if we knew , the problem would already be solved.

The solution is to make the search directions -orthogonal instead of orthogonal. Two vectors and

are -orthogonal, or conjugate, if

0

Figure 22(a) shows what -orthogonal vectors look like. Imagine if this article were printed on bubble

gum, and you grabbed Figure 22(a) by the ends and stretched it until the ellipses appeared circular. The

vectors would then appear orthogonal, as in Figure 22(b).

Our new requirement is that 1 be -orthogonal to (see Figure 23(a)). Not coincidentally, this

orthogonality condition is equivalent to finding the minimum point along the search direction , as in

Abbildung 4: Iteration, die die Lösung bereits kennt, (Shewchuk, 1994, S. 22)
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Figure 22: These pairs of vectors are -orthogonal because these pairs of vectors are orthogonal.

Steepest Descent. To see this, set the directional derivative to zero:

1 0

1 1 0

1 0

1 0

Following the derivation of Equation 30, here is the expression for when the search directions are

-orthogonal:

(31)

(32)

Unlike Equation 30, we can calculate this expression. Note that if the search vector were the residual, this

formula would be identical to the formula used by Steepest Descent.

Abbildung 5: A-orthogonale Vektoren (links) werden durch Ziehen und Zerren zu ortho-
gonalen Vektoren (rechts) modi�ziert, (Shewchuk, 1994, S. 23)

nutzt, wird das Problem auf einmal einfacher. Zur einfacheren Vorstellung betrachte
man die quadratische Form als auf Gummipapier gedruckt. Abbildung 5 zeigt, wie die
Anwendung der A-Orthogonalität die elliptische Form (links) durch Ziehung und Zerren
in eine kreisförmige Form (rechts) bringt.
Warum wird das Problem einfacher? Nimmt man einmal an, es wäre e(i+1) bekannt,

dann könnte man für die Iteration x(i) + �d(i) durch die Bedingung der Orthogonalität
von d(i) und e(i+1) analog zur Methode des steilsten Abstiegs das optimale � berechnen5.

� = �
dT(i)e(i)

dT(i)d(i)
(13)

Wenn man nun aber konjugierte Suchvektoren nutzt, dann wird Gleichung 13 zu Glei-
chung 14 und diese ist berechenbar, da Ae(i) = r(i) berechenbar ist.

� = �
dT(i)Ae(i)

dT(i)Ad(i)
= �

dT(i)r(i)

dT(i)Ad(i)
(14)

Damit ist eigentlich alles geklärt, man braucht nur noch passende A-orthogonale Vekto-
ren. Dort liegt jedoch das Problem. Nimmt man nämlich dazu z. B. das Gram-Schmidt-
Verfahren, dann hat dieses den gleichen Aufwand wie eine Gauÿ-Elimination, womit der
Vorteil eines Iterationsverfahren � der geringe Aufwand � dahinschwindet.
Und jetzt endlich kommt das Verfahren der konjugierten Gradienten ins Spiel!

3.4 Conjugate Gradients

Bei dem Gram-Schmidt-Verfahren nimmt man n linear unabhängige Vektoren u0; : : : ; un.
Es kann ohne weiteres d(0) = u0 gesetzt werden, die weiteren A-orthogonalen Richtungen
d(1); : : : ; d(n) werden nun Stück für Stück konstruiert, indem von jedem Vektor ui die

5Vergleiche wieder einmal Shewchuk (1994), diesmal Seite 22.
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Anteile subtrahiert werden, die nicht orthogonal zu den früheren Vektoren sind:

d(i) = ui �
i�1X
j=0

�ijd(j):

Die Berechnung der jeweiligen Koe�zienten �ij geschieht dabei wie folgt:

�ij = �
uTi Ad(j)

dT(j)Ad(j)
:

Ein �ndiger Mathematikzauberer hat erwirkt6, dass das neue Residuum r(i+1) bereits
orthogonal zu allen vorherigen Residuen. Damit ist es sinnvoll, die Residuen als Basis-
vektoren ui des Gram-Schmidt-Verfahrens zu nutzen. Ebenfalls hat er erwirkt, dass das
Residuum r(i+1) mit Ausnahme von di ebenfalls A-orthogonal zu allen vorherigen Such-
richtungen ist. Faszinierenderweise werden damit die Koe�zienten des Gram-Schmidt-
Verfahrens wesentlich einfacher, denn es ist �ij = 0 für i > j + 1. Jetzt noch ein wenig
Zaubersalz bzw. ein paar mathematische Umformungen und es ergibt sich:

�(i) = �i;i�1 =
rT(i)r(i)

rT(i�1)r(i�1)
: (15)

Fasst man nun das Verfahren der conjugate gradients zusammen, so ergeben sich folgende
Schritte:

d(0) = r(0) = b�Ax(0) (Initialisierung)

�(i) =
rT(i)r(i)

dT(i)Ad(i)

x(i+1) = x(i) + �(i)d(i)

r(i+1) = b�Ax(i)

�(i+1) =
rT(i+1)r(i+1)

rT(i)r(i)

d(i+1) = r(i+1) + �(i+1)d(i)

Als �nale Zusammenfassung wird aus diesen Zeilen wird nun Algorithmus 5 kreiert.
Es sei zum Schluss gesagt, dass die hier vorgestellten Algorithmen nur auf Matrix-

Vektor- bzw. Vektor-Vektor-Multiplikationen aufbauen und daher sowohl für vollbesetzte
als auch für dünn besetze Matrizen gleichermaÿen funktionieren, solange die Multiplika-
tionen entsprechen implementiert sind.

6Dazu braucht Shewchuk (1994) immerhin mehrere Abschnitte, also wirklich nicht trivial.

14



Algorithm 5: Das Verfahren der konjugierten Gradienten

Eingabe: Matrix A, rechte Seite b und Startvektor x
imax: maximale Anzahl der Iterationsschritte
tol: Genauigkeit, bei der die Iteration abbricht
Ausgabe: x: berechnete Näherungslösung

Beginn
iter = 0;
res = b�A � x;
resnorm = norm(res);
bnorm = norm(b);
d = res;
solange (iter < imax) und (resnorm=bnorm > tol) tue

alpha = (res0 � res)=(d0 �A � d);
x = x+ alpha � d;
%Vorbereitung für nächste Iteration: Berechnung von neuem d
resneu = b�A � x;
beta = (resneu0 � resneu)=(res0 � res);
d = resneu+ beta � d;
%Abbruchbedingung berücksichtigen

res = resneu;
resnorm = norm(res);
iter = iter + 1;

Ende
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3.5 Ausblick

Nach dieser doch recht komplexen Einführung in das Verfahren der konjugierten Gradi-
enten ist nicht darauf eingegangen worden, dass das Verfahren auf Krylow-Unterräumen
operiert, diese können recht gut zum Nachweis der Residuenmagie für Gleichung 15 ge-
nutzt werden.
Weiterhin wurde nicht eingegangen auf verschiedene andere nicht stationäre Verfah-

ren, welche auch unter weniger strikten Voraussetzungen wie Symmetrie und positive
De�nitheit ihre Anwendung �nden. Dazu zählen z. B. BiCG, CGS, BiCGSTAB oder
GMRES.
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